Mars 2020 EXERCICES A DISTANCE
Lycée Schuman Perret exo010c CIRA1

Résoudre 'équation différentielle 4y” + 3y’ — Ty = f(t) sachant que y(0) = 1 et y'(0) = 0 dans

chacun des cas suivants :

L. f(t)=0
Etape 1 : Son équation caractéristique est : (EC) : 4r? +3r —7=0
Son discriminant est A = 3% —4 x 4 x (=7) =121 > 0

Une racine de A est alors 11

—3—11
8

—3+11
8

(EC) a deux solutions r = et o =
C’est a dire r; = _77 et rg =1

Toutes les solutions de I’équation sans second membre sont alors les : y(t) = Chea ' +Cye!
ou (' et (5 sont des constantes réelles quelconques.

Etape 2 : On détermine I'unique solution correspondant aux conditions initiales.
Puisque y(0) =1 on a: 1= Cie + Cye® donc C) + Cy =1

Par ailleurs on a : y/(t) = %Cle%t + Cye! donc 0 = %701 + Oy

Ci1+Cy=1 Ci=1-C
On dispose alors du systeme ¢ . Lo donc 111 72 T (L1) = (La)
%Cl + 102 =0 %02 %

donc Cy = 1—71 puis, en reportant dans la premiere équation : Oy = +

L’unique solution du probleme est alors : | y(t) = %G_T” + 1—716t
2. fit)y=5

Etape 1 : voir la question 1)

Etape 2 : On recherche une solution particuliere de I’équation complete.

Le second membre est une constante

donc on recherche une solution particuliere y, sous la forme d'une constante.

Dans ce cas y,(t) = K donc y,(t) = 0 puis y, () = 0

L’équation devient : 4 x 0+3 x 0—7 x K =5 donc K = ’75

Une solution particuliere de I’équation avec second membre est alors y,(t) = —2

Etape 3 : y est une solution de 'équation équivaut a y — y, est une solution de (SSM)

donc toutes les solutions de 1’équation complete sont les sommes : y(t) = Cle%?t—i—Cget—%

Etape 4 : On détermine 'unique solution correspondant aux conditions initiales.

Ona:y(t)=Cred! + Cye' — 2

y(0) =Cy+Cy — 2 or y(0) =1

donc C7 + Cs = %

Par ailleurs y/(t) = %Cle%t + Coe’ + 0

donc y/'(0) = ZLCy + C5 or y/(0) =0

donc _7701 +Cy=0

On dispose alors du systeme { _(51 = 1_72
T C1+C=0
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Ci+Cy=1
Puis{ 1 127

02 =
Puis '} = == en reportant dans la premiere équation
. . . et 12t _ 5
Fmalement l unique solution du probleme est y(t) = + 7€ — 2
3. f(t)=3t+2

Etape 1 : voir la question 1)

Etape 2 : On recherche une solution particuliere de 1’équation complete.
Le second membre est une affine

donc on recherche une solution particuliere y, sous la forme y,(t) = At + B
donc y,,(t) = A puis y,(t) =0

L’équation devient : 4 x 0+ 3A — 7(At + B) = 3t + 2

donc en ordonnant les termes : —7TAt +3A — 7B = 3t 4 2

on peut alors identifier les termes en ¢, cela donne : —7A = 3 donc A = %3

puis 3A — 7B =2donc —7TB=2-3A=2 doncB—;—%‘3

Une solution particuliere de I’équation avec second membre est alors y,(t) = —% — Z—g

Etape 3 : y est une solution de 'équation équivaut a y — y, est une solution de (SSM)
donc toutes les solutions de I’équation complete sont les sommes :
y(t) = Cre !+ Cyet — 3¢ — 2
Etape 4 : On détermine 'unique solution correspondant aux conditions initiales.
On a : y(t) :C'le_T”—l—C'get—%t—— donc y(0) = Cy + Cy —
Or y(0) =1 donc Cy + Cy = %
Par ailleurs y/(t) = iCle%t + Cye! — 2 donc y'(0) = F£C1 + Co — 2 or /(0) = 0
donc —01 +Cy =
Ci+C=2
_7701 +Cy = %
Cy+0Cy =+
Cy =12
Puis en reportant dans la premiere équation, on a: C; = ggg Finalement 'unique solution
204 , =Tt +1 12t 3;_ 23

530 € ¢ — 7t T 9

On dispose alors du systeme {

Puis, par la méthode du pivot, on a : {

du probleme est y(t) =
4. f(t) =be "

Etape 1 : voir la question 1)

Etape 2 : On recherche une solution particuliere de 1’équation complete.

Le second membre est une de la forme €™ mais m n’est pas I'une des racines de ’équation

caractéristique

donc on recherche une solution particuliere sous la forme d’une constante y,(t) = Ke™
Dans ce cas y,(t) = —Ke™" puis y, (1) = Ke™*

L’équation devient : 4 x Ke ' +3x —Ke ' —7x —Ke™! = be™*
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Simplifions par 'exponentielle, il reste : 4K — 3K —7TK =5

C’est a dire : —6K =5 donc K = %5
Une solution particuliere de I’équation avec second membre est alors y,(t) = —%e*t

Etape 3 : y est une solution de 'équation équivaut & y — y, est une solution de (SSM)
donc toutes les solutions de ’équation complete sont les sommes :

y(t) = Creat + Che! — et

Etape 4 : On détermine I'unique solution correspondant aux conditions initiales.
Ona:y(t)=Ciet!+ Coel — 2et

y(0) = Cy + Co— 2 or y(0) = 1

donc C; + Cy = %
Par ailleurs 3/(t) = %Cle%t + Coe’ + 2e7" donc ¢/ (0) = 1Oy + Cy + 2
or 4/(0) = 0 donc FLCy +Ch+ 3 =0

Chi+ 0y = %
HLO +Cr =3
Ci+Cy=14

6
— 19
02—22

Puis C; = 22 en reportant dans la premiere équation
33

On dispose alors du systeme {

On dispose alors du systeme {

_32,=T¢t | 19t 5 —t
—3364+ e e

Finalement 1'unique solution du probleme est y(t) 55 .

5. f(t) = cos(2t)
Etape 1 : voir la question 1)
Etape 2 : On recherche une solution particuliere de I’équation complete.
Le second membre est un cos(2t)
donc on recherche une solution particuliere y, sous la forme y,(t) = A cos(2t) 4+ B sin(2t)
donc y,,(t) = —2Asin(2t) + 2B cos(2t) puis y, (t) = —4Acos(2t) — 4B sin(2t)
L’équation devient :

4(—4Acos(2t) — 4Bsin(2t)) + 3(—2Asin(2t) + 2B cos(2t)) — 7(A cos(2t) + Bsin(2t)) = cos(2t)

donc en ordonnant les termes :

(—23A + 6B) cos(2t) + (—23B — 6A) sin(2t) = 1 cos(2t) + 0sin(2¢)

on peut alors identifier les termes en ¢, cela donne : —23A4 4+ 6B =1et —238B —6A =0

—-23A+6B = 1 —6A—-23B = 0
donc donc
—6A —23B = —-565B = —6
—2
donc B = —6 puis A = —3
565 565

Une solution particuliere de I’équation avec second membre est alors

yp(t) = %(—23 cos(2t) + 6sin(2t))

STEPHANE LE METEIL 3 avril 2020 19:27 Page 3 sur 5



Mars 2020 EXERCICES A DISTANCE
Lycée Schuman Perret exo010c CIRA1

Etape 3 : y est une solution de 'équation équivaut a y — y, est une solution de (SSM)
donc toutes les solutions de I’équation complete sont les sommes :

1
y(t) = Creat + Chel + %( 23 cos(2t) + 6sin(2t))

Etape 4 : On détermine I'unique solution correspondant aux conditions initiales.

1 23
Ona:y(t)=Clex Th4 Chel + %( 23 cos(2t) + 6sin(2t))donc y(0) = Cy + Cy — 60
588
=1d
Or y(0) =1 donc Cy + Cy = %6E 2
Par ailleurs y/(t) = LCre ' + Che' + %(23 sin(2t) + 6 cos(2t)) donc y'(0) = =LCy +
Cy + %
or 4/(0) = 0 donc FLCy + Cy = —z=
588
Cy =
On dispose alors du systeme CitCe= 565
7701 + 02 5
Puis, par différence, on a : CitCa= 565
jiyg) 594
4~1 7 565
480 . 36
Donc Cy = 1943 puis Cy = wE

L unique solution du probleme est alors :

480 -7z, 36 1
t) = Tt et + —(—23 2t) + 6sin(2t
y(t) u@e*ﬁ5+%$ cos(2t) + 6sin(2t))
6. f(t) =4e

Etape 1 : voir la question 1)
Etape 2 : On recherche une solution particuliere de 1’équation complete.

™ mais m est I'une des racines de I’équation

Le second membre est de la forme e
caractéristique
donc on recherche une solution particuliere sous la forme d’une constante y,(t) = Kte’
Dans ce cas y,(t) = Ke' + Kte'
Puis y, () = 2Ke' + Kte'
L’équation devient : 4<2K€t + Ktet> + 3<Ket + Ktet> — TKte! = 4et
Simplifions par 'exponentielle, il reste : 8K + 3K =4
C’est a dire: 11K =4 donc K = =
Une solution particuliere de I’équation avec second membre est alors y,(t) = f“ltet
Etape 3 : y est une solution de 'équation équivaut a y — y, est une solution de (SSM)
donc toutes les solutions de I'équation complete sont les sommes :

y(t) = Cre 1t + Coe! + Lte!
Etape 4 : On détermine 'unique solution correspondant aux conditions initiales.
Ona:y(t) = Che 't + Chel + Lte!
y(0) = C1 + Cy or y(0) =1
donc C; +Cy =1
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Par ailleurs y/(t) = *77016%71‘/ + Coet + Let 4 et
donc y/'(0) = 5LCy + Cy + 75 or y/(0) = 0
donc _7701 +Cy = I_f

Ci+Cy=1
On dispose alors du systeme . ' g A
_701 +Cy = EEh
Ci+Cy=1
On dispose alors du systeme { ! 2 61
02 = 121
Puis C] = % en reportant dans la premiere équation
Finalement 1'unique solution du probléme est y(t) = %e%t + 2Lt + Stet
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